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Défis 1ère Spé maths : dérivation    − Thiaude P. 
 

Défi Dérivation  01   
Pour tout réel 푥 on pose 푓(푥) = 푥 − 2푥² − 푥 + 3, on note 퐴 le point de 풞   
d’abscisse nulle et 푑 la tangente à 풞  en 퐴.  
Déterminer les coordonnées du point de  풞  distinct de 퐴 en lequel la tangente  
푑′ à 풞  est parallèle à la tangente 푑. 
 

         
 
Corrigé 
Soit 푎 ∈ ℝ. 
D’une part, pour tout ℎ ∈ ℝ : 

푓(푎 + ℎ) 
= (푎 + ℎ) − 2(푎 + ℎ)² − (푎 + ℎ) + 3 
= 푎 + 3푎²ℎ + 3푎ℎ² + ℎ − 2(푎 + 2푎ℎ + ℎ )− 푎 − ℎ − 3 
= 푎 + 3푎²ℎ + 3푎ℎ² + ℎ − 2푎 − 4푎ℎ − 2ℎ − 푎 − ℎ − 3 
= ℎ + ℎ (3푎 − 2) + ℎ(3푎 − 4푎 − 1) + 푎 − 2푎 − 푎 − 3 

et d’autre part : 
푓(푎) = 푎 − 2푎 − 푎 + 3 

donc : 
푓(푎 + ℎ) − 푓(푎)

ℎ
 

=
ℎ + ℎ (3푎 − 2) + ℎ(3푎 − 4푎 − 1)

ℎ
 

=
ℎ(ℎ + ℎ(3푎 − 2) + 3푎 − 4푎 − 1)

ℎ
 

ℎ + ℎ(3푎 − 2) + 3푎 − 4푎 − 1 
On a : 

푓 (푎) = lim
→

푓(푎 + ℎ)− 푓(푎)
ℎ

= lim
→

[ℎ + ℎ(3푎 − 2) + 3푎 − 4푎 − 1] 

= 3푎² − 4푎 − 1 

On en déduit que 푓 (0) = 3(0) − 4(0) − 1 = −1 :  la tangente 푑 a donc pour 
coefficient directeur (−1). 
On sait que 푑′ ⫽ 푑 et que le coefficient directeur de 푑 est (−1). 
Or, deux droites non verticales sont parallèles lorsqu’elles ont même coefficient 
directeur, donc le coefficient directeur de 푑′ est aussi (−1). 
 

Il s’agit donc de déterminer 푥 ≠ 0 (푥 = 0) tel que 푓 (푥 ) = −1, 푥  est la 
solution non nulle de l’équation  푓 (푥) = −1. 
On a les équivalences : 

푓 (푥) = −1 ⇔ 3푥 − 4푥 − 1 = −1 ⇔ 3푥 − 4푥 = 0 ⇔ 푥(3푥 − 4) = 0 

⇔ 푥 = 0 표푢 3푥 − 4 = 0 ⇔ 푥 = 0 표푢 푥 =
4
3

 

La solution non nulle de 푓 (푥) = −1est  donc 푥 = . 
Or, 퐵 ∈ 풞  donc 푦 = 푓(푥 ), d’où : 

푦 = 푓
4
3

=
4
3

3

− 2
4
3

2

−
4
3

+ 3 =
13
27

 

Finalement : 

푩
ퟒ
ퟑ  ;

ퟏퟑ
ퟐퟕ  

 
 Vérification à la calculatrice 
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Défi Dérivation  02   
Dans un repère orthonormé du plan, d’origine 푂, la tangente à la parabole  

d’équation 푦 = 푥² −  푥 + 4 au point 퐴 d’abscisse 푥 = 1 coupe l’axe des  
abscisses en 퐸 et l’axe des ordonnées en 퐹 :      
 

    
 

Quelle est l’aire du triangle rectangle 푂퐸퐹 ? 
 
Corrigé 
Pour tout réel 푥 on pose : 푓(푥) = 푥² −  푥 + 4.  
La tangente 푇  à la parabole représentative de 푓 au point 퐴 d’abscisse 1 admet 
pour équation : 푦 = 푓 (1)(푥 − 1) + 푓(1). On a, pour tout réel ℎ : 

푓(1 + ℎ) = (1 + ℎ) −
11
3

(1 + ℎ) + 4 = 1 + 2ℎ + ℎ −
11
3
−

11
3
ℎ + 4 

                   = ℎ² + 2−
11
3

ℎ + 5 = ℎ²−
5
3
ℎ +

4
3

 

et :  

            푓(1) = 1² −
11
3

(1) + 4 = 5−
11
3 =

4
3 

donc, pour tout ℎ ≠ 0 : 

푓(1 + ℎ)− 푓(1)
ℎ

=
ℎ² − 5

3ℎ + 4
3−

4
3

ℎ
=
ℎ ℎ − 5

3
ℎ

= ℎ −
5
3

 

On a : 

푓 (1) = lim
→

푓(1 + ℎ)− 푓(1)
ℎ

= lim
→

ℎ −
5
3

= −
5
3

 

La tangente 푇  admet donc pour équation : 

푦 = −
5
3

(푥 − 1) +
4
3

 

푦 = −
5
3
푥 +

5
3

+
4
3

 

푦 = −
5
3
푥 +

9
3

 

푦 = −
5
3
푥 + 3 

Pour 푦 = 0 on obtient : 

0 = −
5
3
푥 + 3 ⇔

5
3
푥 = 3 ⇔ 푥 =

9
5

 

donc : 퐸  ; 0 . 
Pour 푥 = 0 on obtient : 

푦 = −
5
3

(0) + 3 = 3 

donc : 퐹(0 ; 3). 

On a donc : 푂퐸 =  et 푂퐹 = 3. 
Or, 

풜 =
1
2

× 푂퐸 × 푂퐹 

donc : 

풜 =
1
2

×
9
5

× 3 =
27
10

 

 
Conclusion 

Le triangle rectangle 푂퐸퐹 a une aire égale à  
ퟐퟕ
ퟏퟎ

 . 
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Défi Dérivation  03   
Dans un repère orthogonal du plan on considère la parabole d’équation  
푦 = −푥 + 5푥 − 3 ; déterminer les coordonnées du ou des point(s) de  
cette parabole en lequel (lesquels) la tangente passe par l’origine du repère : 
 

          
 
Corrigé 
Pour tout réel 푥 on pose 푓(푥) = −푥 + 5푥 − 3. 
Soit 푎 ∈ ℝ, la tangente à 풞  au point d’abscisse 푎 admet pour équation : 

푦 = 푓 (푎)(푥 − 푎) + 푓(푎) 
⇔ 푦 = 푓 (푎)푥 − 푎푓 (푎) + 푓(푎) 

Donc l’ordonnée à l’origine de cette tangente est : 푓(푎) − 푎푓 (푎). 
Or, une droite non verticale passe par l’origine du repère si et seulement si son 
ordonnée à l’origine est nulle. 
Il s’agit donc de trouver 푎 ∈ ℝ tel que 푓(푎) − 푎푓 (푎) = 0 autrement dit il s’ait de 
résoudre l’équation 푓(푥) − 푥푓 (푥) = 0 (∗). 
Or, pour tout réel 푥,푓 (푥) = −2푥 + 5 donc l’équation (∗)s’écrit : 

−푥 + 5푥 − 3 − 푥(−2푥 + 5) = 0 
⇔ −푥 + 5푥 − 3 + 2푥 − 5푥 = 0 
⇔ 푥² − 3 = 0 
⇔ 푥² − √3 = 0 
⇔ 푥 + √3 푥 − √3 = 0 
⇔ 푥 + √3 = 0 표푢 푥 − √3 = 0 
⇔ 푥 = −√3 표푢 푥 = √3 

Or : 

푓 −√3 = − −√3 + 5 −√3 − 3 = −3 − 5√3− 3 = −6 − 5√3 

푓 √3 = − √3 + 5 √3 − 3 = −3 + 5√3 − 3 = −6 + 5√3 
Deux points répondent à la question : 퐴 √3 ;−6 + 5√3  et 퐵 −√3 ;−6 − 5√3 . 
 

Vérification 
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Défi Dérivation  04   
Pour tout 푥 ∈ [− 2; +∞[ on pose : 푓(푥) = √푥 + 2.  
La tangente au point d’abscisse nulle de 풞  coupe l’axe des abscisse en  
un certain point : quelles sont les coordonnées de ce point ? 
  

       
 
Pour tout ℎ tel que 0 + ℎ ∈ 풟 , c’est-à-dire ℎ ∈ [−2; +∞[, on a : 
푓(0 + ℎ) = 푓(ℎ) = √ℎ + 2  
D’autre part : 푓(0) = √0 + 2 = √2 
Donc pour tout ℎ ∈ 풟  tel que ℎ ≠ 0 on a : 

푓(0 + ℎ)− 푓(0)
ℎ

=
√ℎ + 2 −√2

ℎ
=

√ℎ + 2− √2 √ℎ + 2 + √2
ℎ √ℎ + 2 + √2

 

=
√ℎ + 2 − √2
ℎ √ℎ + 2 + √2

=
ℎ + 2 − 2

ℎ √ℎ + 2 + √2
=

ℎ × 1
ℎ × √ℎ + 2 + √2

 

=
1

√ℎ + 2 + √2
 

Finalement : 
푓(0 + ℎ)− 푓(0)

ℎ
=

1
√ℎ + 2 + √2

 

On a : 

푓 (0) = lim
→

푓(0 + ℎ)− 푓(0)
ℎ

= lim
→

1
√ℎ + 2 + √2

=
1

√2 + √2
=

1
2√2

=
1 × √2

2 √2
 

푓 (0) =
√2
4

 

La tangente à 풞  au point d’abscisse nulle admet pour équation : 
푦 = 푓 (0)(푥 − 0) + 푓(0) 

푦 =
√2
4
푥 + √2 

Cette droite coupe l’axe des abscisse lorsque 푦 = 0, donc il s’agit de résoudre  

√2
4
푥 + √2 = 0 ⇔

√2
4
푥 = −√2 ⇔ 푥 =

−√2
√2
4

⇔ 푥 = −√2 ×
4
√2

⇔ 푥 = −4 

La courbe représentative de 푓 coupe l’axe des abscisses au point de coordonnées 
(−4; 0). 
 
Vérification 
 

 
  
 
  
 
  

−4 
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Défi Dérivation  05  
Pour tout 푥 ∈ R on pose : 푓(푥) = −푥 + 5푥 − 1. La tangente au point 
d’abscisse 1 de 풞  passe-t-elle par l’origine du repère ? 
 

                                   
 

Corrigé 
∀푥 ∈ ℝ,푓(푥) = −푥 + 5푥 − 1 
 
Pour tout ℎ ∈ ℝ : 
푓(1 + ℎ) = −(1 + ℎ) + 5(1 + ℎ) − 1 = −(1 + 2ℎ + ℎ ) + 5 + 5ℎ − 1 
                  = −1− 2ℎ − ℎ + 5 + 5ℎ − 1 = −ℎ + 3ℎ + 3 
푓(1) = −(1) + 5(1) − 1 = −1 + 5− 1 = 3 
 
Pour tout ℎ ≠ 0 : 
푓(1 + ℎ)− 푓(1)

ℎ
=
−ℎ + 3ℎ + 3− 3

ℎ
=
−ℎ + 3ℎ

ℎ
=
ℎ(−ℎ + 3)

ℎ
= −ℎ + 3 

On a : 

푓 (1) = lim
→

푓(1 + ℎ)− 푓(1)
ℎ

= lim
→

(−ℎ + 3) = 3 

 
La tangente 푑 au point d’abscisse 1 admet pour équation : 
 

푦 = 푓 (1)(푥 − 1) + 푓(1) 
푦 = 3(푥 − 1) + 3 
푦 = 3푥 − 3 + 3 
푦 = 3푥 
 

La tangente 푑 admet pour équation réduite 푦 = 3푥, son coefficient directeur est 
nul donc elle passe par l’origine du repère. 
 
Conclusion 
La tangente au point d’abscisse 1 de 풞  passe par l’origine du repère. 
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Défi Dérivation  06  (utilise 푓′(푥)) 
Pour tout réel 푥 on pose : 

푓(푥) = (푥 − 2) (푥 − 3) 푥 −
9
2

+ 1 

On munit le plan d’un repère orthogonal ; déterminer les abscisses des  
points en lesquels  풞  admet une tangente horizontale : 
 

                 
 
Corrigé 

∀푥 ∈ ℝ,푓(푥) = (푥 − 2) (푥 − 3) 푥 −
9
2

+ 1 

On a, pour tout 푥 ∈ ℝ : 

푓(푥) = (푥 − 2) × 푥 −
9
2
푥 − 3푥 +

27
2

+ 1 

푓(푥) = (푥 − 2) × 푥 −
15
2
푥 +

27
2

 

Rappel  
(푢 ) = 2푢 × 푢  푒푡  (푢 × 푣) = 푢 × 푣 + 푣 × 푢 

Donc : 

푓 (푥) = 2(푥 − 2)(1) × 푥 −
15
2
푥 +

27
2

+ 2푥 −
15
2

(푥 − 2) + 0 

푓 (푥) = (푥 − 2) 2 푥 −
15
2
푥 +

27
2

+ 2푥 −
15
2

(푥 − 2)  

푓 (푥) = (푥 − 2)(2푥 − 15푥 + 27 + 2푥 − 4푥 −
15
2
푥 + 15) 

푓 (푥) = (푥 − 2) 4푥 −
53
2
푥 + 42  

Il y a une tangente horizontale pour 풞  lorsque 푓 (푥) = 0 
 
C’est-à-dire lorsque : 

푥 − 2 = 0 표푢 4푥 −
53
2
푥 + 42 = 0 

• 푥 − 2 = 0 ⇔ 푥 = 2 
• 4푥² −  푥 + 42 est de la forme 푎푥² + 푏푥 + 푐 avec 푎 = 4, 푏 = −  et 푐 = 42, 
de discriminant : 

Δ = 푏² − 4푎푐 = −
53
2

− 4(4)(42) =
121

4
=

11
2

 

Δ > 0 donc il y a deux racines réelles distinctes : 

푥 =
−푏 − √Δ

2푎
=

+ 53
2 − 11

2
2(4) =

21
8

 

푥 =
−푏 + √Δ

2푎
=

+ 53
2 + 11

2
2(4) =

32
8

= 4 

Conclusion 
Il y a trois points exactement en lesquels la tangente est horizontale et ils ont 

respectivement pour abscisse : 2,  et 4.  
 
Vérification 
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Défi Dérivation  07   
Pour tout réel 푥 on pose : 푓(푥) = −푥 + 푏푥 − 1. 

Déterminer la constante 푏 sachant qu’au point d’abscisse    la tangente à 풞  dans 
un repère donné du plan a pour coefficient directeur le nombre 1 :  
      

                       
 

Corrigé 
Pour tout 푥 ∈ ℝ,푓(푥) = −푥 + 푏푥 − 1 donc : 푓 (푥) = −2푥 + 푏. 

Au point d’abscisse    la tangente à 풞  admet pour coefficient directeur 1 donc 

푓
3
2

= 1 

On obtient donc :  

−2
3
2

+ 푏 = 1 ⇔ −3 + 푏 = 1 ⇔ 푏 = 1 + 3 ⇔ 푏 = 4 

Conclusion : 푏 = 4. 
 

Vérification 
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Défi Dérivation  08    
On découpe dans une feuille de carton carrée de 12 cm de côté un patron à  
partir duquel, par pliage, découpage et en utilisant un peu de ruban adhésif,  
on construit une boite sans couvercle ayant la forme d’un pavé droit. 
Quel est le volume maximal de la boite ainsi obtenue et pour quelle(s) valeur(s) 
de 푥 ce volume maximal est-il atteint ? 

         
Corrigé 
Remarquons que 푥 doit pouvoir être retiré deux fois à 12, donc 2푥 ⩽ 12, soit 
푥 ⩽ 6, et comme 푥 ⩾ 0 on obtient finalement  푥 ∈ [0; 6]. 
Pour푥 ∈ [0; 6], la boite a : 
• pour base un carré de côté 12 − 2푥, donc d’aire (12 − 2푥)²,  
• une hauteur 푥. 
En notant 푓(푥) le volume de cette boite on a donc : 

푓(푥) = (12 − 2푥) × 푥 
Puis en développant : 

푓(푥) = 푥(144 − 48푥 + 4푥 ) = 144푥 − 48푥 + 4푥  
Pour tout 푥 ∈ [0; 6], 푓(푥) = 4푥 − 48푥² + 144푥. 
D’où : 

푓 (푥) = 4 × 3푥 − 48 × 2푥 + 144 
푓 (푥) = 12푥 − 96푥 + 144 
 

12푥 − 96푥 + 144  est de la forme 푎푥² + 푏푥 + 푐 avec 푎 = 12, 푏 = −96 et 
푐 = 144, de discriminant : Δ = (−96) − 4(12)(144) = 2 304 = 48² 
Δ > 0 donc 12푥² − 96푥 + 144 admet deux racines réelles : 

푥 =
−푏 − √Δ

2푎
=

+96 − 48
2(12) =

48
24

= 2 

푥 =
−푏 + √Δ

2푎
=

+96 + 48
2(12) =

144
2 × 12

=
12

2 × 12
=

12
2

= 6 

Règle : « 푎푥² + 푏푥 + 푐 est du signe de 푎 à l’extérieur des racines ». 
 

D’où le tableau de signes : 
 

푥 −∞            2                     6           +∞ 
12푥 − 96푥 + 144 + − + 

  

On a :  
푓(0) = 4(0) − 48(0) + 144(0) = 0 
푓(6) = (12 − 2(0)) × 0 = 12² × 0 = 0 
푓(2) = (12 − 2(2)) × 2 = (12 − 4) × 2 = 8² × 2 = 64 × 2 = 128 
 

On obtient finalement le tableau de variation :  
 

푥 0                   2                  6 
Signe de 푓′(푥) + − 

Sens de variation 
de 푓 

 

  

On déduit de ce tableau de variation que :  
le volume maximal de la boite est ퟏퟐퟖ 풄풎ퟑ, atteint pour 풙 = ퟐ (seulement). 
 

Remarque La base la boite de volume maximal est un carré de 8 푐푚 de côté  et 
elle a une hauteur de 2 cm.     

 

  
 

128 
0 0 

0 

0 0 
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Défi Dérivation  09    
Pour tout 푥 ⩾ 0, on pose : 푓(푥) = 푥 − 푥 . 
Quelle est la valeur minimale de 푓(푥) sur [0; +∞[ et pour quelle valeur de 푥  
est-elle atteinte ? 
 

       
Corrigé 
∀푥 ∈ [0; +∞[,푓(푥) = 푥 − 푥 . 
푓 est dérivable sur son ensemble de définition et pour tout 푥 ∈ [0; +∞[ : 

푓 (푥) = 3푥² − 2푥 
푓 (푥) = 푥(3푥 − 2) 

3푥 − 2 = 0 ⇔ 3푥 = 2 ⇔ 푥 =
2
3

 

Règle : « 푎푥 + 푏 est du signe de 푎 à l’extérieur des racines ». 
푓(0) = 0 − 0 = 0 

푓
2
3

=
2
3

−
2
3

=
2
3

2
3
− 1 =

2
3

2
3
−

3
3

=
4
9
−

1
3

= −
4

27
 

 

On obtient finalement le tableau de variation :  
 

 

푥 0                                            +∞ 

푥 + + 
3푥 − 2 − + 
푓′(푥) − + 

Sens de  
variation  

de 푓 

 

 

Le tableau de variation montre que la valeur minimale de 푓(푥) sur [0; +∞[ est 

−  , atteinte pour 푥 =  .  

On peut aussi étudier le signe de 3푥² − 2푥, c’est-à-dire de 푓′(푥), en tant 
qu’expression du second degré en rappelant la règle des signes valable pour une 
telle expression. 
 
  

0 
−

4
27

 

0 
0 

0 

0 
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Défi Dérivation  10    
Pour tout réel 푥 on pose 푓(푥) = −푥 + 3푥 − 푥 + 1, 퐸 et 퐹 sont les  
points de 풞  d’abscisses respectives 1 et 2 : par lecture graphique  
déterminer l’équation réduite de la tangente à 풞  en 퐸 et de la tangente  
à 풞  en 퐹 puis vérifier à l’aide de 푓′(푥) et de la formule de la tangente. 
 
 

           
 
Corrigé 
• par lecture graphique 
 

   
 
퐴(3; 6) appartient à la tangente 푇  à 풞  en 퐸, ona : 

푓 (1) = 푐표푒푓푓 푑푖푟푒푐푡푒푢푟 푑푒 푙푎 푡푎푛푔푒푛푡푒 푒푛 퐸 

=
푦 − 푦
푥 − 푥

=
6 − 2
3 − 1

=
4
2

= 2 

 

autre rédaction 
푓 (1) = 푐표푒푓푓 푑푖푟푒푐푡푒푢푟 푑푒 푙푎 푡푎푛푔푒푛푡푒 푒푛 퐸 

=
푣푎푟푖푎푡푖표푛 푑푒푠 표푟푑표푛푛é푒푠
푣푎푟푖푎푡푖표푛 푑푒푠 푎푏푠푐푖푠푠푒푠

=
+4
+2

= 2 

 
D’autre part, cette tangente passe par l’origine du repère donc son ordonnée à 
l’origine est nulle. 
L’équation réduite de 푇  est donc : 푦 = 2푥. 
 

퐵(6;−1) appartient à la tangente 푇  à 풞  en 퐹, ona : 
푓 (2) = 푐표푒푓푓 푑푖푟푒푐푡푒푢푟 푑푒 푙푎 푡푎푛푔푒푛푡푒 푒푛 퐹 

=
푦 − 푦
푥 − 푥

=
−1 − 3
6 − 2

=
−4
4

= −1 

autre rédaction 
푓 (2) = 푐표푒푓푓 푑푖푟푒푐푡푒푢푟 푑푒 푙푎 푡푎푛푔푒푛푡푒 푒푛 퐹 

=
푣푎푟푖푎푡푖표푛 푑푒푠 표푟푑표푛푛é푒푠
푣푎푟푖푎푡푖표푛 푑푒푠 푎푏푠푐푖푠푠푒푠

=
−4
+4

= −1 

La tangente 푇  admet pour équation : 
푦 = 푓 (2)(푥 − 2) + 푓(2) 
푦 = −1(푥 − 2) + 3 
푦 = −푥 + 2 + 3 
푦 = −푥 + 5 

La tangente admet pour équation réduite : 푦 = −푥 + 5.  
(on peut aussi remarquer que 푇  coupe l’axe des ordonnées à la valeur 5 donc 
l’ordonnée à l’origine de 푇  est 5, d’où d’équation réduite 푦 = −푥 + 5). 
 
• en utilisant 풇′(풙) 
Pour tout 푥 ∈ ℝ,  푓(푥) = −푥 + 3푥 − 푥 + 1 
donc : 

푓 (푥) = −3푥 + 3 × 2푥 − 1 
푓 (푥) = −3푥 + 6푥 − 1 

d’où : 푓 (1) = −3(1) + 6(1) − 1 = −3 + 6 − 1 = 2 
et 푓(2) = −3(2) + 6(2) − 1 = −3 × 4 + 12 − 1 = −1. 
Les équation réduites de 푇  et 푇  s’obtiennent ensuite comme précédemment. 
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Défi Dérivation  11    
On pose, pour tout réel 푥 : 
 

푓(푥) = (푥 − 7푥 + 10)² + 1 
 

Calculer 푓′(푥), en étudier le signe puis dresser le tableau de variation de  
푓 sur ℝ.   
 
Corrigé 
∀푥 ∈ ℝ,푓(푥) = (푥 − 7푥 + 10) + 1  
rappel : (푢 ) = 2푢 × 푢′ 
Posons :  푢(푥) = 푥² − 7푥 + 10  
On a :   푢 (푥) = 2푥 − 7  
Donc : 

푓 (푥) = 2(푥 − 7푥 + 10)(2푥 − 7) + 0 
푓 (푥) = 2(푥 − 7푥 + 10)(2푥 − 7) 
푓 (푥) = (푥 − 7푥 + 10)(4푥 − 14) 
 

• étude de : 풙²− ퟕ풙+ ퟏퟎ 
푥² − 7푥 + 10 est de la forme 푎푥² + 푏푥 + 푐 avec 푎 = 1, 푏 = −7, 푐 = 10, de 
discriminant : Δ = 푏² − 4푎푐 = (−7) − 4(1)(10) = 49 − 40 = 9. 
Δ > 0 donc 푥² − 7푥 + 10 admet deux racines réelles distinctes : 

푥 =
−푏 − √Δ

2푎
=

+7 −√9
2(1) =

7− 3
2

=
4
2

= 2 

푥 =
−푏 + √Δ

2푎
=

+7 + √9
2(1) =

7 + 3
2

=
10
2

= 5 

Règle : « 푎푥² + 푏푥 + 푐 est du signe de a à l’extérieur des racines ». 
 
• étude de : ퟒ풙 − ퟏퟒ 

4푥 − 14 = 0 ⇔ 4푥 = 14 ⇔ 푥 =
14
4
⇔ 푥 =

7
2

 

Règle : « 푎푥 + 푏 est du signe de 푎 à droite de sa racine ». 
 
• tableau de variation de 풇 
 

푓(2) = ((2) − 7(2) + 10) + 1 = (4 − 14 + 10) + 1 = 0² + 1 = 1 

푓
7
2

=
7
2

− 7
7
2

+ 10 + 1 =
97
16

 

푓(5) = ((5) − 7(5) + 10) + 1 = (25 − 35 + 10) + 1 = 0² + 1 = 1 
 

Le signe de 푓′(푥) donne le sens de variation de 푓.  
 

On obtient finalement le tableau de variation : 
 

푥 −∞           2                                        5              +∞ 

4푥 − 14 − − + + 
푥² − 7푥 + 10 + − − + 

푓′(푥) − + − + 
Sens de variation  

de 푓 
 

 
Vérification 
 

 
 
 
 
 
 
  

0 
0 0 

1    1 

0 0 0 
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Défi Dérivation  12    
On pose, pour tout réel 푥 : 
 

푓(푥) = (푥 − 4푥 + 3)  
 

• Calculer 푓′(푥), en étudier le signe puis dresser le tableau de variation  
  de 푓 sur ℝ.   
 

• En déduire la valeur minimale de 푓(푥) pour 푥 ∈ ℝ et la(les) valeur(s)  
   de 푥 permettant de l’atteindre. 
 
Corrigé 
∀푥 ∈ ℝ,푓(푥) = (푥 − 4푥 + 3)   
rappel : (푢 ) = 3푢² × 푢′ 
Posons :  푢(푥) = 푥 − 4푥 + 3  
On a :   푢 (푥) = 2푥 − 4  
Donc : 

푓 (푥) = 3(푥 − 4푥 + 3)²(2푥 − 4) 
푓 (푥) = (푥 − 4푥 + 3) (6푥 − 12) 
 

• étude de : 풙ퟐ − ퟒ풙+ ퟑ
ퟐ

 
푥 − 4푥 + 3 est de la forme 푎푥² + 푏푥 + 푐 avec 푎 = 1, 푏 = −4, 푐 = 3, 
 de discriminant : Δ = 푏²− 4푎푐 = (−4) − 4(1)(3) = 16 − 12 = 4. 
Δ > 0 donc 푥 − 4푥 + 3  admet deux racines réelles distinctes : 

푥 =
−푏 − √Δ

2푎
=

+4 −√4
2(1) =

4 − 2
2

=
2
2

= 1 

푥 =
−푏 + √Δ

2푎
=

+4 + √4
2(1) =

4 + 2
2

=
6
2

= 3 

Un carré est toujours positifs ou nul. 
(푥 − 4푥 + 3)² est toujours positif ou nul et s’annule pour 푥 = 1 et pour 푥 = 3. 
 
• étude de : ퟔ풙 − ퟏퟐ 

6푥 − 12 = 0 ⇔ 6푥 = 12 ⇔ 푥 =
12
6
⇔ 푥 = 2 

Règle : « 푎푥 + 푏 est du signe de 푎 à droite de sa racine ». 
 
• tableau de variation de 풇 

푓(1) = ((1)² − 4(1) + 3) = (1 − 4 + 3) = 0 = 0 
푓(2) = ((2)² − 4(2) + 3) = (4 − 8 + 3) = (−1) = −1 
푓(3) = ((3)² − 4(3) + 3) = (9 − 12 + 3) = 0 = 0 
 

Le signe de 푓′(푥) donne le sens de variation de 푓.  
 

On obtient finalement le tableau de variation : 
 

푥 −∞          1                   2                     3              +∞ 
6푥 − 12 − − + + 

(푥 − 4푥 + 3)  + + + + 
푓′(푥) − − + + 

Sens de  
variation  

de 푓 

 

 
Vérification 
 

 
 
 
  

0 
0 0 

0 
−1   

0 

0 0 0 
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Défi Dérivation  13    
Pour tout 푥 ∈ ℝ, 푓(푥) = 푥 − 푥 + 푎푥 − 7, 푎 constante. 
On note 풞 la courbe représentative de 푓 dans un repère donné du plan. 
Déterminer 푎 sachant que la tangente à 풞 au point d’abscisse (−1) est 
parallèle à la droite d’équation 푦 = 7푥.  
 
Corrigé 
La tangente au point d’abscisse (−1) est parallèle à la droite d’équation 푦 = 7푥. 
Or, le coefficient directeur de la tangente au points d’abscisse (−1) est 푓′(−1)  
et deux droites (non verticales) sont parallèles lorsqu’elles ont le même 
coefficient directeur,  
donc : 푓 (1) = 7. 
On a, pour tout 푥 ∈ ℝ, 푓(푥) = 푥 − 푥 + 푎푥 − 7. 
Donc : 푓 (푥) = 3푥² − 2푥 + 푎. 
On a donc : 

3(−1) − 2(−1) + 푎 = 7 
⇔ 3 + 2 + 푎 = 7 
⇔ 푎 = 7− 3− 2 
⇔ 푎 = 2 

Conclusion : 푎 = 2. 
 
Vérification 
 

  
 
  
   
 
 
 

Défi Dérivation  14    
Pour tout 푥 ∈ ℝ, 푓(푥) = −푥 + 푥 + 푎푥 + 푏, 푎 et 푏 sont des constantes. 
On note 풞 la courbe représentative de 푓 dans un repère donné du plan. 
Déterminer 푎 et 푏 sachant que la tangente à 풞 au point d’abscisse 2  
admet pour équation réduite 푦 = −7푥 + 16. 
 
Corrigé 
La tangente au point d’abscisse 2 admet pour équation réduite 푦 = −7푥 + 16. 
Donc : 푓(2) = −7(2) + 16 = −14 + 16 = 2 et 푓 (2) = −7. 
Pour tout réel 푥, 푓(푥) = −푥 + 푥 + 푎푥 + 푏. 
Donc, on a d’une part : 

푓(2) = −(2) + (2) + 푎(2) + 푏 = −8 + 4 + 2푎 + 푏 = 2푎 + 푏 − 4 
et d’autre part on a : 
푓 (푥) = −3푥 + 2푥 + 푎  
donc 푓 (2) = −3(2) + 2(2) + 푎 = −12 + 4 + 푎 = −8 + 푎. 

Il s’agit donc de résoudre le système d’équations : −8 + 푎 = −7
2푎 + 푏 − 4 = 2. 

La première équation donne : 푎 = −7 + 8 = 1, puis en remplaçant dans la 
deuxième équation : 
 

2(1) + 푏 − 4 = 2 ⇔ 2 + 푏 − 4 = 2 ⇔ 푏 = 2− 2 + 4 ⇔ 푏 = 4 
 

Conclusion : 푎 = 1 et 푏 = 4. 
 
Vérification 
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Défi Dérivation  15    
Pour tout réel 푥, on pose : 

푓(푥) =
푥 − 4푥 + 4
푥 − 6푥 + 10

 
 

• déterminer l’équation réduite de la tangente à 풞  au point d’abscisse 3 
• étudier l’existence d’un minimum et d’un maximum de 푓 sur ℝ  
 
Corrigé 
• tangente au point d’abscisse ퟑ 
On montrerait sans difficulté [non rédigé] que pour tout 푥 ∈ ℝ : 

푓 (푥) =
−2푥 + 12푥 − 16
(푥 − 6푥 + 10)  

Une équation de la tangente à 풞  au point d’abscisse 3 s’écrit : 
푦 = 푓 (3)(푥 − 3) + 푓(3) 

Or,  

푓(3) =
(3)² − 4(3) + 4

(3)² − 6(3) + 10
=

9 − 12 + 4
9− 18 + 10

=
1
1

= 1 

푓 (3) =
−2(3)² + 12(3) − 16
((3) − 6(3) + 10) =

−2 × 9 + 36− 16
1²

=
2
1

= 2 

On obtient : 
푦 = 2(푥 − 3) + 1 
푦 = 2푥 − 6 + 1 
푦 = 2푥 − 5 

La tangente à 풞  au point d’abscisse 3 admet pour équation réduite : 푦 = 2푥 − 5. 
 
Vérification 

 
 

• minimum et maximum de 풇 sur ℝ 
 

Le tableau de variation que l’on obtient en première, sans les limites de 푓(푥)  
en −∞ et en +∞qui seront vues l’année prochaine, n’est d’aucune utilité… 
 

En visualisant 풞  sur l’écran de la calculatrice on peut conjecturer que le 
minimum de 푓 sur ℝ est zéro, atteint en 2 ( 푥 = 2) uniquement et que le 
maximum de 푓 sur ℝ est 2, atteint en 4 (푥 = 4) uniquement. 
 

On a d’une part, pour tout réel 푥 : 

푓(푥) =
푥 − 4푥 + 4
푥 − 6푥 + 10

=
(푥 − 2)²

(푥 − 3) + 1
 

qui montre que 푓(푥) est toujours positif ou nul et s’annule lorsque son 
numérateur s’annule, c’est-à-dire lorsque 푥 = 2 uniquement donc : 
zéro est le minimum de 풇 sur ℝ et il est atteint en ퟐ uniquement.  
 

D’autre part, on a pour tout réel 푥 : 

2 − 푓(푥) = 2−
푥 − 4푥 + 4
푥 − 6푥 + 10

=
2(푥 − 6푥 + 10)
푥 − 6푥 + 10

−
푥 − 4푥 + 4
푥 − 6푥 + 10

 

=
2(푥 − 6푥 + 10) − (푥 − 4푥 + 4)

푥 − 6푥 + 10
=

2푥² − 12푥 + 20− 푥 + 4푥 − 4
푥 − 6푥 + 10

 

=
푥² − 8푥 + 16
푥 − 6푥 + 10

=
(푥 − 4)²

(푥 − 3) + 1
 

qui montre que 2− 푓(푥) est toujours positifs ou nul, et que 2− 푓(푥) = 0 
lorsque (푥 − 4) = 0 autrement dit lorsque 푥 = 4. 
On a donc : ∀푥 ∈ ℝ,푓(푥) ⩽ 2 et on a : 푓(푥) = 2 ⇔ 푥 = 4 autrement dit : 
ퟐ est le maximum de 풇 sur ℝ et il atteint en ퟒ uniquement.   
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Défi Dérivation  16    
Pour tout réel 푥 positif ou nul, on pose : 

푓(푥) = 푎푥 − 1 +
16
푥 + 1

 
 

Déterminer 푎 sachant qu’au point d’abscisse 3 la tangente à 풞  admet  
pour coefficient directeur 1. 
 
Corrigé 

푓(푥) = 푎푥 − 1 +
16
푥 + 1

 

Rappel ∶
푢
푣

=
푢 × 푣 − 푣 × 푢

푣²
 

 

푢(푥) = 16 푢 (푥) = 0 
푣(푥) = 푥 + 1 푣 (푥) = 1 
 

푓 (푥) = 푎 +
0(푥 + 1) − 1(16)

(푥 + 1)²
 

푓 (푥) = 푎 −
16

(푥 + 1)   (∗) 

On sait qu’au point d’abscisse 3 la tangente à 풞  admet  
pour coefficient directeur 1, et que le coefficient directeur est égal au nombre 
dérivé, donc : 푓 (3) = 1. En utilisant (∗) on obtient : 

푎 −
16

(3 + 1) = 1 ⇔ 푎 −
16
16

= 1 ⇔ 푎 = 2 

On a donc : 푎 = 2. 
 
Vérification 
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Défi Dérivation  17    
Une unité de distance est choisie. 
 

Soit 퐴퐵퐶퐷 un rectangle tel que 퐴퐵 = 3 
et 퐴퐷 = 2, 푀 un point variable de (퐴퐵) 
n’appartenant pas à lademi-droite [퐵퐴). 
La demi-droite [푀퐶) coupe [퐴퐷) en 푆. 
 

On pose 퐵푀 = 푥 et on note 푓(푥) l’aire  
du triangle 퐴푀푆. 
 
 

1. Montrer que, pour tout 푥 > 0 : 
 

푓(푥) =
(푥 + 3)²

푥
 

 

2. Calculer 푓′(푥), en étudier le signe, dresser le tableau de variation de 푓.  
En déduire l’aire minimale du triangle 퐴푀푆 et la valeur de 푥 permettant de 
l’atteindre : que dire alors de la position relative des points 퐴, 퐵 et 푀 ? 

Corrigé 
1. Notons 훼 la mesure commune en degré des angles 퐴푀푆 et 퐵푀퐶. 

Dans le triangle 퐴푀푆 rectangle en 퐴 on a : 

tan퐴푀푆 =
퐴푆
퐴푀 =

퐴푆
3 + 푥 

autrement dit : 

tan훼 =
퐴푆
푥 + 3  (∗) 

Dans le triangle 퐵푀퐶 rectangle en 퐵 on a : 

tan퐵푀퐶 =
퐵퐶
퐵푀 =

2
푥 

autrement dit : 

tan훼 =
2
푥   (∗∗) 

Il résulte de (∗) et (∗∗) que : 
퐴푆
푥 + 3 =

2
푥 

autrement dit : 

퐴푆 =
2
푥

(푥 + 3) 

Autre méthode : on peut obtenir 퐴푆 en montrant que  (퐵퐶) ⫽ (퐴푆) puis en 
appliquant le théorème de Thalès. 

Le triangle 퐴푀푆 est rectangle en 퐴 donc : 

풜 =
퐴푀 × 퐴푆

2  

donc : 

풜 =
(3 + 푥) × 2

푥 (푥 + 3)
2 = (푥 + 3) ×

2
푥 × (푥 + 3) ×

1
2 =

2(푥 + 3)
2푥  

=
(푥 + 3)

푥  

On a donc bien, pour tout 푥 > 0 : 

푓(푥) =
(푥 + 3)

푥  

2. Remarquons que, pour tout 푥 > 0 :   

푓(푥) =
(푥 + 3)2

푥
=
푥 + 6푥 + 9

푥
 

Rappel ∶
푢
푣

=
푢 푣 − 푣 푢

푣
 

푢(푥) = 푥² + 6푥 + 9 푢 (푥) = 2푥 + 6 
푣(푥) = 푥 푣 (푥) = 1 
 

푓 (푥) =
(2푥 + 6)(푥) − (1)(푥 + 6푥 + 9)

푥²
 

푓 (푥) =
2푥² + 6푥 − 푥 − 6푥 − 9

푥²
 

푓 (푥) =
푥 − 9
푥

 

Un carré est toujours positif ou nul doc le signe de 푓′(푥) est celui de son 
numérateur : 푥² − 9. 
푥² − 9 = 0 ⇔ 푥 = 9 ⇔ 푥 = √9  표푢  푥 = −√9 ⇔ 푥 = 3 표푢 푥 = −3 
Autre méthode 
푥² − 9 = 0 ⇔ 푥 − 3 = 0 ⇔ (푥 + 3)(푥 − 3) = 0 
⇔ 푥 + 3 = 0 표푢 푥 − 3 = 0 ⇔ 푥 = −3 표푢 푥 = 3 
 

Rappel : « 푎푥² + 푏푥 + 푐 est du signe de 푎 à l’extérieur de ses racines »  
 

푥 −∞      −3                3            +∞ 
푥² − 9 + − + 

 

0 0 
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Le signe de 푓′(푥) donne le sens de variation de 푓. 
 

On en déduit le tableau de variation de 푓 sur ]0 ;  +∞[ : 
 

푥 0                       3                    +∞ 
Signe de 푓′(푥) − + 

Sens de variation 
de 푓 

 

 

푓(3) =
(3 + 3)²

3
=

62

3
=

36
3

= 12 
 

Le tableau de variation précédent montre que la valeur minimale de 푓(푥) est 
12, atteinte pour 푥 = 3 (uniquement) par conséquent l’aire minimale du 
triangle 퐴푀푆 est 12, atteinte pour 푥 = 3 (uniquement) c’est-à-dire lorsque 퐵 
est le milieu de [퐴푀]. 
 

Vérification 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Défi Dérivation  18 Un grand classique   
Une unité de distance est choisie. 
Une boite de conserve de forme cylindrique doit avoir  
un volume donné. 
Démontrer que la quantité de métal nécessaire à sa  
fabrication est minimale lorsque sa hauteur est égale à  
son diamètre. 
 

Corrigé 
Notons 푉 le volume donné, 푥 le rayon de l’un des disques de base du cylindre et 
ℎ(푥) sa hauteur. 
Pour un cylindre de rayon 푅 et de hauteur ℎ on a : 풱 = 휋푅² × ℎ, 
donc : 푉 = 휋푥² × ℎ(푥), d’où : 

ℎ(푥) =
푉
휋푥

 
 

Le patron habituel d’un cylindre de rayon 푅 et de hauteur ℎ est constitué de deux 
disque de rayon 푅 et d’un rectangle de côtés 2휋푅 et ℎ. 
On en déduit que la quantité de métal nécessaire à la fabrication de la boite de 
conserve est :   

푓(푥) = 휋푥² × 2 + 2휋푥 × ℎ(푥) = 2휋푥² + 2휋푥 ×
푉
휋푥

= 2휋푥² +
2푉
푥

 

Rappel ∶
푢
푣

=
푢 푣 − 푣 푢

푣
 

 

푢(푥) = 2푉 푢 (푥) = 0 
푣(푥) = 푥 푣 (푥) = 1 

푓 (푥) = 2휋 × 2푥 +
0(푥) − 1(2푉)

푥²
 

푓 (푥) = 4휋푥 −
2푉
푥

 

푓 (푥) =
4휋푥 × 푥

푥
−

2푉
푥

 

푓 (푥) =
4휋푥 − 2푉

푥²
 

푓 (푥) =
2(2휋푥 − 푉)

푥²
 

Un carré est toujours positif ou nul donc le signe de 푓′(푥) est celui de son 
numérateur 2(2휋푥 − 푉),de plus comme 2 > 0, on en déduit que 푓′(푥) est du 
signe de 푔(푥) = 2휋푥 − 푉. 

12 

0 



Utilisation commerciale strictement interdite – copie partielle autorisée avec indication obligatoire de la source : « mathsenclair.com – Thiaude P. » 
 

Rappelons que pour tout 푎 ∈ ℝ on note √푎 le nombre réel dont le cube est égal à 
푎 autrement dit : √푎 = 푎. 
 

Pour tout 푥 > 0, on a : 

푔(푥) = 2휋푥 − 푉 = 2휋 푥 −
푉

2휋
= 2휋 푥 −

푉
2휋

= 2휋(푥 − 훼 ) 

en posant : 훼 = . 

Or, pour tous réels 푎 et 푏 : 
(푎 − 푏)(푎 + 푎푏 + 푏 ) = 푎 + 푎²푏 + 푎푏²− 푎 푏 − 푎푏 − 푏 = 푎 − 푏  

donc : 푎 − 푏 = (푎 − 푏)(푎 + 푎푏 + 푏 ). 
Par conséquent, pour tout 푥 > 0 : 푔(푥) = 2휋(푥 − 훼)(푥 + 훼푥 + 훼²). 
0r, 푥 > 0 et 훼 > 0 donc 훼푥 > 0 puis 푥 + 훼푥 + 훼² > 0. 
Comme 2휋 > 0 et 푥 + 훼푥 + 훼² > 0 on en déduit que 푔(푥) est du signe de 
(푥 − 훼). 
 

Règle : « 푎푥 + 푏 est du signe de 푎 à droite de sa racine ». 
 

Le signe de 푓′(푥) donne le sens de variation de 푓, donc le signe de 푔(푥) donne le 
sens de variation de 푓.  
 

On a donc le tableau de variation : 
 

푥 0                      훼                    +∞ 
Signe de 푓′(푥) − + 

Sens de  
variation 

de 푓 

 

 

On en déduit que 푓(푥) est minimale pour 푥 = 훼 : la quantité de métal nécessaire 
à la construction de la boite de conserve est minimale pour 푥 = 훼. 
On a alors : 
• d’une part : rayon de la boite de conserve = 훼, donc : diamètre = 2훼 
• d’autre part : 

ℎ(훼) =
푉
휋훼

=
푉 × 훼
휋 × 훼

=
푉 × 훼

휋 × 푉
2휋

=
푉 × 훼

휋 × 푉
2휋

=
푉 × 훼
푉 × 휋

2휋
=
푉 × 훼
푉
2

 

= 푉 × 훼 ×
2
푉

= 2훼 

On a : diamètre = 2훼 et hauteur = 2훼 par conséquent diamètre = hauteur. 
 
Conclusion 
La quantité de métal nécessaire à la fabrication de la boite cylindrique est 
minimale lorsque sa hauteur est égale à son diamètre. 
 
Défi Dérivation  19 Un grand classique   
Une unité de distance est choisie. 
On veut construire, le long d’un mur, un potager d’aire 20 푚² de forme 
rectangulaire puis le clôturer sur ses trois côtés restés libres :  

    
Déterminer les dimensions exactes de ce potager pour que la  
longueur de clôture nécessaire soit minimale.  
 

Corrigé 
Posons 푥 = 퐴퐵 et 푦 = 퐵퐶. 
On a : 푥 × 푦 = aire du rectangle 퐴퐵퐶퐷 = 20, donc : 푦 =  . 
La longueur de la clôture est :  

퐴퐵 + 퐵퐶 + 퐶퐷 = 푥 +
20
푥

+ 푥 = 2푥 +
20
푥

 

Pour tout 푥 > 0, on pose :  

푓(푥) = 2푥 +
20
푥

=
2푥
푥

+
20
푥

=
2푥 + 20

푥
 

• calcul de 풇′(풙) 

Rappel ∶
푢
푣

=
푢 푣 − 푣 푢

푣
 

푢(푥) = 2푥² + 20 푢 (푥) = 4푥 
푣(푥) = 푥 푣 (푥) = 1 
 

푓 (푥) =
4푥(푥) − 1(2푥 + 20)

푥
 

푓(훼) 

0 
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푓 (푥) =
4푥² − 2푥 − 20

푥²
 

푓 (푥) =
2푥 − 20

푥
 

 

Un carré est toujours positif ou nul donc le signe de 푓′(푥) est celui de son 
numérateur : 2푥² − 20.  
 

Or, pour tout réel 푥 : 

2푥² − 20 = 2(푥 − 10) = 2 푥 − √10 = 2 푥 + √10 푥 − √10  
 

Règle : « 푎푥 + 푏 est du signe de 푎 à droite de sa racine ».  
 

푥 −∞       −√10             √10            +∞ 
2 + + + 

푥 + √10 − + + 
푥 − √10 − − + 

(푥 + 3)(2푥 − 6) + − + 
   
Le signe de 푓′(푥) donne le sens de variation de 푓.  
 
• tableau de variation  

푥 0                √10            +∞ 
signe de 푓′(푥) − + 

sens de  
variation 

de 푓 

 

 

푓 √10 =
2 √10 + 20

√10
=

2 × 10 + 20
√10

=
40 × √10

√10
=

40√10
10

= 4√10 

푠푖 푥 = √10,푦 =
20
√10

=
20√10

√10
=

20√10
10

= 2√10 

 
• conclusion 
La longueur minimale de clôture est 4√10 푚, atteinte lorsque  
퐴퐵 = √10 푚 et 퐵퐶 = 2√10 푚. 

 
 

 
 
 
  

0 
0 

0 0 

0 

4√10 


